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Avvertenza

Nel seguito indicheremo di regola con lettere maiuscole dell’ alfabe-
to latino delle matrici quadrate ad elementi reali. I vettori saranno
indicati con lettere maiuscole, pure dell’alfabeto latino, eventual-
mente distinte tra loro con indici numerici apposti in akto a destra.

Le componenti dei vettori saranno supposte reali; i vettori ad n
componenti saranno immaginati come matrici (/,n) ctoé come vetto-
ri-riga. Lo spazio dei vettori-riga sara indicato con /. Considerato
un vettore x, indicheremo con il simbolo xr (apponendo cioe in basso
a destra del simbolo x il simbolo «T» di trasposizione delle matrici)
il vettore-colonna [matrice (7, 7}], che ha componenti uguali a quelle
del vettore x. Lo spazio dei vettori colonna sari indicato con V.

Oss. 1 - [ vettori V possono essere immaginati come vettori delle
quantitd di beni (in Economia). I vettori I/ possono essere immagi-
nati come forme lineari (a valori reali) su V, oppure come vettori di
prezzi (in Economia).

§ 1 - Siano dati due vettori:

1] pel , greV

* Alcuni tra i cisultati qui esposti sono stati presentati preventivamente nell’articolo dal
titolo (lsservazioni sulla costruzione di matrici guadrate soddisfacenti a particolari
condizioni, «Economia Politica», 11 (dicembre 1994), 3, pp. 439-448.
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poniamo:

2] C=p qr;
e supponiamo che valga 1’ipotesi:

[31 o=0.

Sia H {p, q) la matrice:

(4] Hp.q)=qr p.

Oss. 2 - La matrice H ha rango 1, e pud essere considerata come un
operatore a destra sui vettori di U/ e come un operatore a sinistra sui
vettori di V.

Tale operatore ¢ ovviamente degenere: si ha infatti

[5] JXTE Vo H- -xr=qr (p-xp)
|yeU sy H=p-(y-q7 .

Nella ipotesi (3), poniamo:

(6] Kip.q}=(1/0) - H (p, q).

0ss.3- Siha:
K=K,

0ssia I’operatore K & idempotente. Inolire, indicato con o un numero
reale qualunque, si ha:

[81 o-p-K=o-p , o-K-g=0 gy
Poniamo ora:

(91
S=1+K(p q).
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QOss. 4 - L’ operatore S non & degenere; se considerato come operato-
re su U, esso ha p come autovettore, e, se considerato come operato-
re su V, esso ha gr come autovetture.

Si ha infatti:

[10] p-S=2-p ; S-q=2-g,

Inoltre esistono due iperpiani di vettori uniti per S, uno in U ed
uno in V. Si ha infatti:

[11] se veU ed v-q;=0, allora y S=y;
se xp€V e p-xp=0, allora S xp=x;| "

Ponendo ora:

[12] =0 + 0,
con
[13] o o0

si verifica che la matrice:
[14] S=oy-I+0;, K(p. g

ha o come antovalore, ed ammette i vettori p e gr rispettivamente
come autovettori sinistro e destro, corrispondenti all’autovalore c.

§ 2 - Sia ora M una matrice quadrata, non degenere, sia & un suo
autovalore, e siano p e gr gli autovetton (rispettivamente sinistro ¢
destro) che gli corrispondono. Si abbia ciog

(1] p-M=0-p , M g=0-q;,

e supponiamo che sia valida I"ipotesi (2) del § 1, cioé che si abbia:
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2] 6=p-g,20.

Indichiamo ancora con § la matrice data dalle (14) del N. 1, ¢ sia
C la matrice:

(3] C=M-85.
Dalle definizioni date si trae che valgono le:
[4] p-C=0 : C.g=0.

Dalla ipotesi (2) si trae che nessunoc dei due vettori p e gr pud
essere nullo; si conclude quindi che la matrice C, in conseguenza
della (4), ha rango minore di .

La costruzione di una matrice C, di rango minore di n, che
soddisfi alle (4) si pud conseguire con la procedura seguente:

Indichiamo con  una matrice (n, n-1} le cui colonne sono
costituite da (n-I) vettori-colonna, linearmente indipendenti, che
formano una base per lo spazio delle soluzioni dell’equazione:

[5] p-x=0.

Analogamente, sia P una matrice (n-I, n) le cui righe sono
costituite da (n-1) vettori-riga, linearmente indipendentt, che forma-
no una base per lo spazio delle soluzioni dell’equazione:

[6] y-qr=0.
Da quanto precede si ha che le due matrici P e (2 hanno rango
(n-1).

Sia poi B una matrice quadrata (n-1, n-I) e si costruisca la
matrice:

{7] C=0-B-P.

Dalla definizione delle matrici ¢ e P si deduce che valgono le
relazioni (4}. Si ha inoltre:
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(8] Kfp-g)-C=C-K(p gq)=0.

Con scelta opportuna delle matrici B, P, @, le matrici § e C
permettono una decomposizione della matrice data M nella forma:

[9] M=8S+C

sulla quale ritorneremo nel seguito.

§ 3 - La formula (9) del § precedente pud essere utilizzata per dare
soluzioni a certi problemi che interessano I’Economia: precisamente
la formula stessa permette di costruire matrici quadrate strettamente
positive, che soddisfano a determinate condizioni.

Ricordiamo che noti teoremi di Perron e Frobenius assicurano
che una matrice quadrata M, strettamente positiva, non degenere ¢
non decomponibile, possiede un autovalore o positivo, ¢ doe auto-
vettori p € ( e gr € V, strettamente positivi, che corrispondono
all’autovalore o; questo risulta essere una radice semplice
dell’equazione caratteristica della matrice M.

Valgono quindi le (1) del § precedente, ed inoltre si ha:

[1] p=>0 ; gr>0

e quindi anche:

2] P gr=06>0.
Poniamo:

[3] p=piupy-mpd 3 =141 g0 o @l
Ora, nella (12) del § 1, scegliamo

(4] a>0

ed o, in modo che siano soddisfatte le condizioni
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[5} W -gr) o +0,-p-g)>0 (I1<isn)

con queste scelte, la matrice S data dalla (14) del § 1 & strettamente
positiva. Inoltre, per le (5) del § 2 la matrice:

161 M=S+C

ammette p e g7 come autovettori, rispettivamente sinistro € destro,
corrispondenti all’autovalore .

Oss, 5 - La (6) esibisce 1la matrice M come funzione continua degli
clementi della matrice C, ed in particolare, fissate P ¢ (, degli
elementi della matrice B: quando & B = 0 si ha di conseguenza
€ = 0 e quindi la matrice M st riduce alla S, ed & strettamente
positiva. In conseguenza della continuitd, si avranno quindi dei
valori degli elementi di B in corrispondenza ai quali fa matrice M &
ancora strettamente positiva.

§ 4 - Una classe particolare di matrici C, che entrano nella (6) del §
3 pud essere costruita con la procedura seguente: sianc £ ed F due
matrici (n,n) emisimmetriche; si abbia cioé:

[11 E+E=0 ; F+F. =0

segue di qui che valgono le relazioni:

(2] p-Ep,=0 | g F-g=0.

Indichiamo con I 1a matrice:

(3] D=E-p,.q-F
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Oss. 6 - Dalle (2) si trae:
(4] p-D=0 . D-g,=0.

Quindi la matrice I ha proprieta analoghe a quella della matrice
C, data dalla (7) del § 2; tuttavia la D, ora costruita, ha rango 1,
mentre la C pud avere rango (n-1).

Sia ora M una matrice quadrata strettamente positiva, ¢ siano p ¢
gr 1 suol autovettori di Frobenius, corrispondenti all’autovalore a.
Poniamo:

[5] M=M+D;

dalle formule ora scritte si trae che M ha autovalore ed autovettori
di Frobenius uguali a quelli di M. Inoltre la (5) esibisce M come
funzione continua degli elementi delle matrici E ed F; infine M
coincide con M quando si abbia E = 0 oppure F = 0.

E quindi possibile modificare la matrice M, agendo sugli elemen-
ti della matrice D, mantenendo costanti gli elementi di Frobenius
della matrice quadrata.

§ 5 - Cid che si ¢ detto nel § precedente pud essere sviluppato con i
calcoli che seguono.

Indichiamo con N I"insieme dei primi # numeni naturali; poniamo
ciog:
[1] N={123,.n}.

Poniamo:
(2] E=[e,l; F=[f + ikjreN.

Le (3) del § precedente si traducono nelle:

[3] ey +e5=0:f, + £ =0.
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Poniamo:
4] pr=E-pr Ei:z‘e:‘r'p:

g=q-F ; Z]jzz‘,ﬂg‘%
k

Poniamo anche:

[51 D=1d;]1=1p; g}
d!_}:z ejr 'f}k 'pr ! qk .
rk

QOss. 7 - Sia P un sottoinsieme proprio di ¥ e sia A la cardinalith
{numero degli elementi) di P:

(6] | Pl=h<n.

Scegliendo gli elementi della matrice £ in modo che siano soddi-
sfatte le 4 equazioni:

[6] pi=0 , ieP

saranno nulle tutte le componenti delle righe di D che corrispondono
agli indici { £ P; e quindi le corrispondenti righe M coincideranno
con quelle di M.

Analogamente, indichiamo qui con  un sottoinsieme proprio di
N, ¢ sia k la cardinalitd (numero degli elementi) di O:

[7] | Ql=k<n;

scegliendo gli elementi della matrice F in modo che siano soddisfat-
te le k equazioni:

[8] 3=0 , jeQ
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saranno nulle le componenti delie colonne di D che corrispondono
agli indici j & Q e quindi le corrispondenti componenti M coincide-
ranno con quelle di M.

§ 6 - La formula (9) del § 3:
M1§3 M=5+C

fornisce una vasta classe di matrici ad elementi positivi che hanno
tutte ghi stessi elementi di Frobenius (autovalore massimo e corri-
spondenti autovettori).

Si pud prendere in considerazione il problema di costruire delle
matrici come la C della formula richiamata, che sono caratterizzate
dal fatto di soddisfare alle condizioni {4) del § 2, che qui ripetiamo
per comodita del lettore:

(4] §2 p-C=0 ; C-gr=0.

Nel § 4 abbiamo dato di questo problema una soluzione di appli-
cazione abbastanza facile, ma particolare: abbiamo infatti avvertito
che la matrice che si ottiene con la formula (3) del § 4 ha rango 1,
mentre la piil generale matrice C che soddisfa alle condizioni scritte
sopra pud avere rango (n-1).

Per gli scopi che ci interessano qui, riprenderemo in considera-
zione le matrici ¢ ¢ P, gia introdotte nel § 2. Precisamente indiche-
remo con @ la matrice (n, n-1) le cui colonne sono vettori, linear-
mente indipendenti, che costituiscono una base per le soluzioni
dell’equazione:

[51§2 p-xr=0;
ed analogamente indicheremo con @ la matrice (n-1, n) le cui righe

sono vettori, linearmente indipendenti, che formano una base per le
soluzioni dell’ equazione:

[6]18 2 y-g=0.
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La costruzione delle matrici P e Q che soddisfano aile condizioni
(5), (6) § 2 pud essere ottenuta con la seguente procedura:

ricordando le (1) § 2, indichiamo qui con il simbolo p* il vettore ad
(n-1) componenti dato da:

[1] p*=1pp P2 - Poals

ed analogamente indichiamo con q* il vettore ad (n-1) componenti
dato da:

(2] g* =gy, g2 - G 1)

Indichiamo poi con I la matrice identica di ordine (n-1). Con
queste notazioni pontamo ora:

(31 P 1

; P=(—g, Tlg%].

Indichiamo poi con B una matrice quadrata non degenere di
ordine (n-1). Si verifica che la matrice quadrata di ordine n data da:

[4] C=0-B-P

ha rango (n-1) e soddisfa alle condizioni (4) § 2.
Eseguendo i calcoli, si ottiene la espressione della matrice C
sotto la forma:

e

4" [p* - B]

P [Bq*ll

C=
p* B g%

Questa formula esibisce gli elementi della matrice C come fun-
zioni lineari, e quindi ovviamente continue, degli elementi della
matrice B; funzioni che si annullano per B = (0. Pertanto possiamo
ripetere qui cid che & stato affermato nella Oss. 4 del § 3: esistera un
insieme di valori degli elementi di B in corrispondenza ai quali gli
elementi della matrice M data dalla (9) § 3 sono tutti positivi; inoltre
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tutte queste matrici hanno gli stessi elementi di Frobenius (autovalo-
re massimo e corrispondenti autovettori).

Si osserva infine che, essendo gli elementi di C, forniti dalla
espressione (5), delle funzioni lineari degli elementi della matrice B,
¢ possibile pensare ad opportune procedure di scelta di questi ultimi
che scaturiscano da problemi di ottimizzazione.

§ 7 - La decomposizione di una matrice M, data dalla (6) del § 3, pud
essere estesa ulteriormente qualora la matrice stessa soddisfi a deter-
minate ipotesi. Precisamente, si supponga che la matrice M abbia n
autovalori reali:

[1] o , ieN

e che tali autovalori siano tutti non nulli e diversi tra loro; si abbia
Ciog:
[2} o0 i:tj—mc,.iq,. , LieN.

i

A questi autovalori corrispondono certi 2n autovettori; si abbia
ciog:

3] poM=o,p ; M-g=0;¢ ; jieN
e supponiamo anche si abbia:
(4] o=p gr#0 ieN.
E noto che si ha:
[5] izj—=p-g5=0 ; I,jeN.
Si costruiscono ora ghi # operatori:

(6] K=K{p.q).
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A seguito delle ipotesi ¢ delle definizioni date si ha:
[7] K=K, ; i#j K -K=0 ; ijeN.

Quindi si ha che I’ operatore M ammette in questo caso la decom-
posizione canonica:

[8] M:Zai-Ki ieEN.

In particolare, a seguito delle (7) si ha, per ogni numero naturale m:

[9] M= (@) K.

In particolare, per m = 0, la formula (9) conduce alla relazione
fondamentale:

10 -3 K.

§ 8 - Gli sviluppi det paragrafi precedenti (in particolare del § 7 che
precede immediatamente guesto) sono stati svolti nella ipotesi che
gli autovalori della matrice M considerata siano tutti reali.

E possibile tuttavia trattare anche il caso in cui la matrice in
parola abbia coppie di autovalori complessi coniugati.

Supponiamo che un autovalore della matrice M sia un numero
complesso:

(1 Y=0p+i By : 0 PpeR 3 F+1=0 ; B=0.

E noto che y pud essere rappresentato in forma trigonometrica
nella forma;

[21 y=p -(cosO+i-sin@) ; p’=of+P] ; tan®=P,0,.
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Supponiamo che all’autovalore ¥ corrispondano i due vettori
complessi: zg e wy, daii da:

(3] Zor=Xor+ EYor 5 Xor Yor €V
Wo=ig+i-vy ; g voEU.

Indichiamo, secondo il solito, con il simbolo ¥ iI numero com-
plesso:

’Y: aﬂ - i ' BO ]
coniugato di v, ed indichiamo con zor ,we 1 vettori (coniugati di zp e
wn) che si ottengono mutando il segno della unitd immaginaria §

nelle formule (3).

Nelle ipotesi poste si avranno le relazioni:

[4] Wo'szO‘WO
Mzyr="Y" Zyr-

¢ dalla seconda delle (4) si trae:
(51 M- Zyr =" Zor -
Con facili e note procedure, dalle (4) e (5) si trae:
6] (o= Yo) - Wo - 27 =0,
e di qui, e dalla (1) si giunge alla:
[7] wy - Zgr = 0.

Per separazione del reale dell’immaginario, le equazioni (4) dan-
no luogo alle coppie di equazioni:
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18] o M =0ty 1y~ Py - vy
Vo M=oy vy + B u,

(9] M - xgp =04y X7 = By * Yor
M yor =0ty Yor+ By - Xor-

E la (7) da luogo alla coppia di equazioni:

[10] {M0°XUT+VO-VOT=O

4y * Yor— Vo Xor=0.

§ 9 - Le relazioni ottenute nel § precedente permettono ora di dare
una soluzione pit generale del problema trattato nel § 7, di rappre-
sentare una matrice M della quale siano stati assegnati gli autovalori
ed i corrispondenti autovettori.

Tratteremo qui di seguito il caso in cui I’equazione caratteristica
della matrice in parola abbia soltanto due radici complesse coniuga-
te, e quindi due coppie di autovettori corrispondenti. Questo caso &
ovviamente particolare, ma chiaramente paradigmatico; pertanto
non esistono difficolta nella sua generalizzazione, che non diamo
qui per non complicare inutilmente I’ esposizione.

Sia dunque una matrice M, quadrata, di ordine n, ad elementi
reali; siano ¥ e ¥ due suoi autovalori, complessi coniugati, con:

[1] Y=0h+i- By 5 o PR 5 Bp#0:
e poniamo anche:

(2] y=p(cosO+i-sinB) ; p’=c+f; ; tanf =P/ 0.
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Siano zo e zZo, wo, Wo gli autovettori, rispettivamente destri e sini-
stri, complessi coniugati che corrispondono agli autovalori ¥ e 7;
saranno quindi valide le formule (3), (4), (5), (7), (10) del § prece-
dente. Siano poi
[3] o , 1<i<n-2

gli altri autovalori (reali) della matrice M, e supponiamo che essi
siano tutti diversi tra loro; si abbia ciog:

[4] izk— o0 ; 15L k< n-2,
Siano poi:
[5] P.qr 15i<n2
gli altri autovettori (reali, rispettivamente sinistri e destri) della
matrice M, corrispondenti rispettivamente agli autovalori (3).
E noto che si ha:
[6] ik — p-¢=0 , 1<ik<n-2

In modo formalmente analogo si dimostra poi che si ha:

{7] Poxg=p yor=0 ; 1<i<n2
g ge=vy gh=0. ; 1<k<n-2.

Si ponga ora:

(8] A = =Xy Hoy = ~Uy Xop = Vg Vor = Yo Vor
B=xyvor= vy Xoy = Yo Uyr = Uy Yor-

ed anche:

[9] A=-A-0,+B-B,
H=B 0y+A4 B,.
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Nelle ipotest poste, si verifica che la matrice M pud essere
gspressa nella forma:

[10] M =X [H (4, x5) — H(vy, yp)] + 1. [H (v x0) + H (14, ¥p)] +

+Z(1r.-Kl,(p" g) ; (1<i<n-2).

Oss. 8 - Anche a partire della formula (10} si pud dare risposta al
problema di costruire matrici M quadrate, strettamente positive,
soddisfacenti a certe condizioni che presentano qualche interesse
per le possibili applicazioni alla teoria economica. In particolare
¢ possibile risolvere il problema di costruire ampie classi di ma-
trici quadrate strettamente positive, aventi tutte i medesimi ele-
menti di Frobenius: autovalore massimo e corrispondenti autovet-
tori.

Sia infatti ¢ (> ) Pautovalore massimo, e siano p € gr, 1 due
corrispondenti autovettori (sinistro € destro). Siano poi:

[11] pep, (2<i<n-2)
certe costanii, che ci riserviamo di determinare. La matrice:
[12] M=o -K(p.g)+

+p A [H (,x) -H@, )]+ W [H (v, x)+ H ()] +

Yook (pg). (2<i<n-2)

nella quale i vettori u, v, x, vy, p', q soddisfano alle condizioni:
(4). (5), (10) del § precedente ¢ (7) del presente §, ha come autova-
lore o e come autovettori corrispondenti p e gr.
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Inoltre il primo addendo nel secondo membro della (12) rappre-
senta una matrice strettamente positiva, e la formula esibisce la
matrice M come una funzione lineare (e quindi continua) dei para-
metri reali p e p, . E quindi possibile scegliere i valori di questi
parametri in modo tale che la intera matrice M sia strettamente
positiva, ed in modo che @, p e gy siano i corrispendenti ¢lementi di
Frobenius.
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